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Для описания демографической динамики аг-
рарных обществ предлагается учитывать фактор 
задержки воздействия процессов, происходящих 
в социуме, на общее состояние общества. На фор-
мальном уровне это отражается введением членов 
запаздывания в уравнение Ферхюльста. Получен-

моДель ДемографИческой ДИнамИкИ 
аграрного общества... на основе уравненИя 
ферхюльста с запазДыванИем И условИя 
появленИя ДемографИческого цИкла

tHe MoDel of AGRARIAn SoCIety DeMoGRAPHIC 
DynAMICS on tHe bASIS of veRHulSt lAG eQuAtIon 

AnD ConDItIonS of DeMoGRAPHIC CyCle eMeRGenCe

МоделИРоВАнИе ИстоРИчесКИх 
пРоцессоВ

MoDELLING oF HISToRICAL PRoCESSES

Vladimir V. Astakhov

Vladimir N.Slonov

Maksim I. Balakin

To describe the population dynamics of agrarian 
societies the method of considering the impact factor 
of the delay occurring in the society processes on gen-
eral state of society is offered. On a formal level this is 
reflected in the introduction of the delay members of 
the Verhulst equation. It can be seen from the obtained 
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При количественном описании демографиче-
ских процессов в обществах аграрного типа1 
базовым является уравнение, впервые пред-

ложенное бельгийским математиком П. Ф. Фер-
хюльстом2:
 dN = kN(1–     N    ); (1)

dt                      Nmax

где N — количество людей в рассматриваемой груп-
пе в момент времени t (динамическая перемен-
ная); Nmax — максимальное число людей в группе, 
которые могут прокормиться за счет ресурсных 
возможностей занимаемой территории (норми-
рующий параметр); k — управляющий параметр
или, после замены переменной
 u =    N   , 

Nmax

 du = ku – ku2. (2)
dt

График функции, являющейся решением урав-
нения (2), представлен на рисунке 1:

рис. 1. график решения уравнения ферхюльста

Вполне очевидно, что уравнение (2) ни при ка-
ких условиях не дает осциллирующего решения, 
и тем самым оно не может в полной мере служить 
формализованным описанием такого важного яв-
ления в демографии аграрных обществ, как демо-

графический цикл3. Точнее, данным уравнением 
описывается только «восходящая» фаза демогра-
фического цикла — до достижения обществом со-
стояния «голодного гомеостазиса» — максимально 
возможной плотности при минимуме потребле-
ния на душу населения. «Нисходящая» же фаза — 
катаклизм и резкое падение численности населе-
ния — нуждается уже в дополнении вербальными 
конструкциями о неустойчивости для общества со-
стояния «голодного гомеостазиса» и легкости воз-
никновения кризисных явлений4.

Для математического описания полного демо-
графического цикла на базе уравнения (1) обыч-
но пытаются построить систему из двух диффе-
ренциальных уравнений, полагая величину Nmax 
не постоянной, а зависящей от времени и чис-
ленности населения N. Тогда получается система 
из двух уравнений, и N(t) при некоторых сочета-
ниях параметров приобретает осциллирующий ха-
рактер. Варианты такого решения проблемы полу-
чения полного описания демографического цикла 
были предложены в работах С. Ю. Малкова5, а так-
же С. А. Нефедова и П. В. Турчина6, и в рамках этого 
подхода данными исследователями были получены 
интересные и важные результаты.

Вполне признавая возможность допущения 
функциональности Nmax, мы, тем не менее, счи-
таем необходимым прежде всего рассматривать 
такой фактор, как явление «запаздывания», т. е. 
то, что события, происходящие в социуме, имеют 
влияние не только на настоящее его положение, 
но и на развитие в будущем. На формализованном 
языке математики это означает признание зависи-
мости скорости изменения численности группы N 
от состояния не только в данный момент времени, 
но и в течение определенного периода, характери-
зуемого параметром запаздывания τ. И тогда урав-
нение демографической динамики аграрного обще-
ства должно быть переписано в следующем виде7:

 du = с1u(t) – c2u
2(t) + c3u(t – τ) – c4u

2(t – τ). (3)
dt

u(t)

ное решение показывает, что полный демографи-
ческий цикл может реализовываться лишь в до-
статочно узкой зоне соотношения параметров 
уравнения. Согласно точке зрения авторов, явле-
ние демографического цикла не носит универсаль-
ного характера, а для его возникновения необходи-
мо сочетания целого ряда условий.

Ключевые слова: демографический цикл, урав-
нение Ферхюльста с запаздыванием, условия появ-
ления демографического цикла.

data that the total population cycle can exist only in a 
narrow band ratio of the parameters of the equation. 
According to the authors’ point of view, the phenome-
non of the demographic cycle is not universal, and in 
order the cycle can occur a combination of a number 
of conditions is necessary.

Keywords: population cycle, delay Verhulst equa-
tion, conditions of population cycle appearance.
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При этом содержательно первый член в пра-
вой части уравнения (3), c1u(t), оказывается отве-
чающим за факторы настоящего времени, пози-
тивно сказывающиеся на изменении численности 
человеческой группы. Второй член, c2u(t), опреде-
ляет совокупный результат воздействия факторов 
настоящего времени, препятствующих росту этой 
численности. Третий и четвертый члены, c3u(t-τ) 
и c4u(t-τ), описывают «позитивное» и «негативное» 
наследие прошлого соответственно.

Уравнение (3) имеет область значений ко-
эффициентов, где решение становится осцилли-
рующим. Например, если принять c1 = 10, c2 = 12, 
то для значений c3 и c4 имеется 3 области решений, 
представленные на рисунке 2.

рис. 2. области решений уравнения ферхюльста 
с запаздыванием

В области 1 решение имеет неосциллирующий 
вид, по форме близкий решению «классического» 
уравнения Ферхюльста с асимтотическим стрем-
лением к некоторой предельной величине (рис. 3).

рис. 3. вид решения в области 1

В области 2 решение приобретает осцилли-
рующий характер, вполне соответствующий клас-
сическому демографическому циклу. Так, для рас-
сматриваемого случая при c3 = 8, c4 = 11.15 график 
зависимости имеет вид, представленный на ри-
сунке 4.

рис. 4. вид решения в области 2

Наконец, для области 3 функция u(t) вновь ста-
новится неосциллирующей, уменьшающейся и до-
стигающей 0, что отражает полный распад рассма-
триваемого социума (рис. 5).

рис. 5. вид решения в области 3

Наибольший интерес для нашего исследова-
ния представляют осциллирующие решения из об-
ласти 2, которые соответствуют ходу полного де-
мографического цикла. С некоторой степенью 
условности график решения можно разделить на 3 
фазы (рис. 6).

рис. 6. график полного демографического цикла 
на основе решения уравнения ферхюльста с запа-
здыванием

c4

u(t)

u(t)

u(t)

u(t)
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Фаза I (между точками 1 и 2) характеризуется 
квазиэкспоненциальным («квазимальтузианским») 
ростом, определяется в первую очередь вкладом 
первого члена правой части уравнения (3).

Фаза II (между точками 2 и 3). Замедление ро-
ста и выход на «плато». Основной вклад в формиро-
вание вида кривой вносит второй член уравнения (3).

Фаза III (между точками 3 и 4). Функция быст-
ро убывает за счет определяющего воздействия чет-
вертого члена уравнения (3).

Описанные фазы вполне соответствуют этапам 
классического демографического цикла. Особен-
ностью предложенной модели является то, что по-
явление нисходящей фазы цикла определяется 
«негативным воздействием прошлого», что на со-
держательном уровне можно представить как «эф-
фект накопленного стресса» социума.

Необходимо отметить, что область значений ко-
эффициентов уравнения (3), при которых решение 
приобретает осциллирующий характер, невелика 
(рис. 2). Это означает как минимум то, что для аг-
рарной фазы развития социумов наряду с общест-
вами, подверженными демографическому циклу, 
согласно предложенной модели, существовали и со-
циумы, не подверженные данному явлению, что, 
вообще говоря, и имело место в исторической дей-
ствительности. Одним из авторов настоящей рабо-
ты уже высказывалась мысль, что явление демогра-
фического цикла может отсутствовать для группы, 
находящейся в условиях постоянного негативного 
внешнего воздействия8. Исследования свойств ре-
шения уравнения (3) позволяет высказать утвер-
ждение о наличии обществ, не подверженных де-
мографическому циклу, и без такового воздействия. 
Поэтому, как нам представляется, к идее «панцик-
лизма» в отношении аграрных социумов следует 
подходить с осторожностью, и вовсе не обязатель-
но, что во всех случаях ненаблюдение полного цик-
ла есть непременно следствие его прерванности9.

В качестве иллюстрации неуниверсальности 
описания демографической истории как череды де-
мографических циклов приведем данные по числен-
ности населения Европы с 1000 по 2000 г.10 (рис. 7).

рис. 7. динамика численности населения европы 
(по м. ливи баччи)

Не оспаривая утверждения о наличии пе-
риодов более быстрого и более медленного роста 
числа жителей Европы, обратим внимание на то, 
что лишь однажды, а именно во второй половине 
XIV в., имело место заметное уменьшение числен-
ности населения, причем вызвано оно было в пер-
вую очередь приходом «черной смерти».

Если демографический цикл реализуется 
не во всех аграрных обществах и далеко не все-
гда, то логично попытаться сформулировать, пусть 
в общих чертах, условия, необходимые для его по-
явления. При этом важно отметить, что речь дол-
жна идти о циклах, связанных с ресурсными огра-
ничениями занимаемой социумом территории, 
а не с отношениями перераспределения внутри 
этого социума — для второй ситуации должен стро-
иться свой класс моделей.

К числу условий, без которых появление де-
мографического цикла невозможно, на наш взгляд, 
нужно отнести следующие:

1. Общая численность социума, достаточ-
ная для нивелирования демографических 
флуктуаций, а также достижения плотно-
сти населения на занимаемой территории, 
близкой к предельным возможностям ее ре-
сурсной базы.

2. Относительная географическая замкну-
тость занимаемой социумом террито-
рии, затрудняющая перемещения значи-
тельных групп населения через ее границу 
как в одну, так и в другую сторону.

3. Отсутствие в рассматриваемый период мас-
штабных инокультурных вторжений.

4. Отсутствие какого-либо постоянного вне-
шнего негативного воздействия, нивели-
рующего прирост населения11.

5. Сложение в социуме ситуации, когда нега-
тивные и позитивные события прошлого 
могут иметь заметное влияние на события 
будущего — появление «фактора запазды-
вания».

Если первые четыре условия интуитивно оче-
видны и в большей или меньшей степени опре-
деленности встречаются или, по крайней мере, 
предполагаются во многих работах, то пятое яв-
ляется следствием предложенной в настоящей ра-
боте модели и требует дополнительного содержа-
тельного изучения и осмысления. Представляется, 
что для этого существенными могут оказаться та-
кие понятия, как непрерывность развития социу-
ма, преемственность, историческая традиция и т. д.

Отметим также, что сформулированные усло-
вия являются необходимыми, но отнюдь не доста-
точными для появления демографического цикла. 
Для того, чтобы полный демографический цикл 
действительно реализовался, помимо сформули-
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рованных условий 1–5 нужно, чтобы значения ко-
эффициентов в уравнении (3) попадали в «зону ос-
цилляций» — область 2 (рис. 2).

Вероятно, наилучшим образом условиям по-
явления демографического цикла соответствуют 
цивилизации речных долин, причем в первую оче-
редь — Древний Египет и Древний Китай. Реализа-
ция полных демографических циклов для данных 
обществ весьма убедительно продемонстрирована 
в целом ряде исследований12.

За пределами «речных долин» условия для де-
мографического цикла реализуются сложнее, одна-
ко, по-видимому, и здесь подобные явления в ряде 
случаев имели место. Недавно подобный сценарий 
был предложен для социума — носителя срубной 
археологической культуры13.

***

В период позднего бронзового века срубная 
культура охватывала значительную часть 
степной зоны Восточной Европы, и в это 

время плотность населения в указанном регио-
не достигла уровня, не известного здесь ни ранее, 
ни позднее — вплоть до XIX в.14 Население было 
оседлым и практиковало специализированное пас-
тушеское скотоводческое хозяйство практически 
без примеси земледельческого или какого-либо 
иного хозяйственно-культурного типа15.

Занимаемая срубниками территория, при всей 
своей протяженности, оказалась отграничена до-
статочно четкими рубежами: на севере — границей 
леса и лесостепи, на юге — Каспийским и Черным 
морями, а также Кавказским хребтом, на востоке — 
массивом населения андроновского культурного 
мира, на западе — выклиниванием степной полосы 
и сообществами, тяготевшими к балкано-карпат-
скому культурному кругу. При этом на всей своей 
огромной территории срубная культура характе-
ризуется таким поразительным единообразием, 
что все попытки выделения локальных вариантов 
о сих пор не привели к сколь-нибудь значительным 
результатам.

В период позднего бронзового века в степном 
поясе Восточной Европы не было зафиксировано 
никаких следов военных вторжений. А внутренняя 
стабильность срубного мира была такова, что ан-
тропологи фиксируют существенное уменьшение, 
по сравнению с предшествующим временем, сле-
дов травм от оружия на костяках, находимых в по-
гребениях16.

Анализ социальной структуры позднебронзо-
вого степного социума позволяет говорить о фор-

мировании общества типа простого вождества17, 
а также предполагать выделение особой специа-
лизированной воинской страты, реализовывав-
шей свое господство посредством комплекса типа 
полюдья18. Следовательно, для срубного этноса, 
если иметь в виду феномен «воздействия прошло-
го на будущее», нет оснований говорить о суще-
ствовании сложной системы перераспределения 
продуктов, более значимой, чем фактор ресурсных 
возможностей занимаемой территории.

Наконец, изменение климата в период позд-
ней-финальной бронзы не было столь значитель-
ным, чтобы решающим образом сказаться на дина-
мике численности населения Восточноевропейской 
степной зоны19.

Тем самым для общества степей Восточной 
Европы можно говорить о складывании условий 
для реализации практически «стерильного» демо-
графического цикла, и катастрофическое падение 
численности населения в период финала поздней 
бронзы до уровня практически двухвековой архео-
логической лакуны позволяет говорить о реализа-
ции скорее всего именно такого сценария.

Таким образом, в настоящей работе мы пред-
лагаем для описания демографической динами-
ки аграрных обществ использовать уравнение 
Ферхюльста с включением в него членов «запа-
здывания», отражающих феномен влияния со-
бытий прошлого на будущее. При этом для обла-
сти значений коэффициентов уравнения имеется 
3 зоны. В двух из них решение имеет неосцил-
лирующий характер, а в одной дает осцилляции, 
по форме соответствующие полному демографи-
ческому циклу. Зона осцилляций является неболь-
шой, что позволяет говорить о демографическом 
цикле не как о всеобщем феномене, а как о явле-
нии скорее редком, для возникновения которо-
го необходимо сочетание целого ряда условий. 
В работе сформулированы условия для появления 
демографического цикла, а также предложено от-
личать цикл, природа которого вызвана ресурсны-
ми ограничениями территории (можно назвать 
его, например, «классическим»), от иных явлений, 
возможно, также могущих иметь циклический ха-
рактер, но определяющихся уже порядком распре-
деления получаемых продуктов, т. е. социальными 
факторами. В качестве примера чистого «клас-
сического» демографического цикла предложен 
сценарий, реализовавшийся для социума степей 
Восточной Европы периода позднего бронзового 
века, оставившего памятники срубной археоло-
гической культуры.
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Данная статья В. В. Астахова, В. Н. Слонова, 
М. И. Балакина вносит новый ракурс в серию пуб-
ликаций о динамике численности населения в раз-
личных регионах мира во времена Античности 
и Средневековья, развиваемых в рамках струк-
турно-демографического подхода (Дж. Голдстоун) 
и клиодинамики, разрабатывающей модели нели-
нейной динамики аграрных и индустриальных об-
ществ, процессов социальной самоорганизации 
(С. А. Нефедов, С. Ю. Малков, П. В. Турчин, А. В. Ко-
ротаев и др.). Редколлегия обратилась к одному 
из ведущих исследователей данного направления, 
С. А. Нефедову, с просьбой дать краткий коммента-
рий к публикуемой статье.

С. А. Нефедов:
Я с большим интересом ознакомился со стать-

ей В. В. Астахова, В. Н. Слонова, М. И. Балакина 
«Модель демографической динамики аграрного 
общества на основе уравнения Ферхюльста с за-
паздыванием и условия появления демографиче-
ского цикла». Основная идея авторов статьи состо-
ит в модификации уравнения Ферхюльста путем 
введения дополнительных членов, содержащих за-
паздывание. Модифицированное таким образом 
уравнение имеет следующий вид:

du = с1u(t) – c2u
2(t) + c3u(t – τ) – c4u

2(t – τ).dt

За счет введения этих членов при некоторых 
значениях коэффициентов появляются колеблю-
щиеся решения, напоминающие классический де-
мографический цикл.

Авторы объясняют появление нисходящей 
фазы цикла введением члена c4u2(t – τ), который 
они интерпретируют как «негативное воздей-
ствие прошлого», что на содержательном уровне 
можно представить как «эффект накопленного 
стресса» социума. Однако, что именно представ-
ляет собой «эффект накопленного стресса», по-
чему он так губительно действует на популяцию, 
остается неясным. Насколько мне известно, де-
мографы не оперируют таким понятием и тем бо-
лее не прослеживают его воздействия на дина-
мику населения. Вызывает вопрос и значение 
величины τ (которое в статье не определено) — 
через какой промежуток времени начинает про-
являться «негативное воздействие прошлого»? 
И что изменится при варьировании этого проме-
жутка времени?

Остаются неясности и в вопросе о применении 
этой теории к проблеме упадка срубной культуры. 
Очевидно, мы слишком мало знаем об этой культу-
ре, чтобы судить о возможном «эффекте накоплен-
ного стресса».

Комментарий редколлегии журнала


